





















































また，擬微分作用素は多様体上でも定義されている [13, Section 2.7]．その特徴は，
1. 作用素は局所座標のとり方による；








メータに条件 1− ρ ≤ δが置かれる ([13, Chapter 2,Definition 7.2])が，このアプローチではそれが不要
になる．我々の主結果においても条件 1− ρ ≤ δは仮定していない．なお，条件 1− ρ ≤ δが満たされる
場合は通常の方法 [13, Section 2.7])を用いてトーラス上に定義した擬微分作用素と環状的擬微分作用素
は (smoothing operatorを法として)一致することが知られている [15]．
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Hilbert空間上の作用素とそのスペクトル・レゾルベントについて，[10]に沿って紹介する．N = {0, 1, 2, . . .}
とする．x = (x1, . . . , xd)をRd上の点とする．
Definition 1.0.1. Xを空でない集合とする．X上の非負実数値関数 f, gに対し，
f(x) ≲ g(x)
と表すとき，ある正定数Cが存在して，任意の x ∈ Xに対し，f(x) ≤ Cg(x)が成り立つことを意味す
る．さらに，T > 0とし，f, gが共にパラメータ t ∈ [0, T ]による関数とする．
f(t, x) ≲ g(t, x), t ∈ [0, T ]
と表すとき，上の意味の f(·, t) ≲ g(·, t)がパラメータ t ∈ [0, T ]に関し一様に成り立つことを意味する．
1.1 Hilbert空間上の作用素
Definition 1.1.1. [10, 定義 1.1.2，命題 1.1.5，定義 1.1.7] 線形空間XがC上の内積空間 (inner product
space) とは，次をみたす双線形写像 〈·, ·〉 : X×X → Cが定義されていることである：任意の x, y, z ∈ X
と任意の α ∈ Cに対して，
(i) 〈x, x〉 ≥ 0, 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0;
(ii) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉;
(iii) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉;
(iv) 〈x, y〉 = 〈y, x〉.
〈·, ·〉 : X ×X → Cを内積 (inner product) という．X上の内積であることを強調したいときは，〈·, ·〉を
〈·, ·〉X と書く．内積空間X上の関数
‖x− y‖X := 〈x− y, x− y〉1/2, x, y ∈ X
はX上の距離になり，Xがこの距離に関して完備であるとき，XをHilbert空間 (Hilbert space) とい
う．また，‖ · ‖X : X → [0,∞)を，X上のノルム (norm)という．
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Definition 1.1.2. [10, 定義 1.1.9] HをHilbert空間とする．
(i) x, y ∈ Hについて，〈x, y〉 = 0となるとき，xと yは直交する (orthogonal)といい，x ⊥ yと表す．
(ii) {xn} ⊂ H について，任意のm 6= nについて，xm ⊥ xnとなるとき，{xn}を直交系 (orthogonal
system)という．さらに，すべての xnが ‖xn‖ = 1を満たすとき，i.e., 〈xm, xn〉 = δijのとき，{xn}
を正規直交系 (orthonormal system)という．(δijはKroneckerのデルタである)
Proposition 1.1.3. [10, 命題 1.1.11] HをHilbert空間とする．
(1) (Pythagorasの定理) x, y ∈ Hが x ⊥ yならば，
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.
(2) (Besselの不等式){en} ⊂ Hが正規直交系ならば，任意の x ∈ Hに対して，∑
n
|〈x, en〉|2 ≤ ‖x‖2
Definition 1.1.4. [10, 定義 1.1.9] H をHilbert空間とする．{en} ⊂ H を正規直交系とする．任意の n
に対して，x ⊥ enならば，x = 0であるとき，{en}を完全正規直交系 (complete orthonormal system)と
いう．
Proposition 1.1.5. [10, 命題 3.1.14] Hilbert空間Hの正規直交系 {en}について次は同値：
(1) {en}が完全正規直交系である．
(2) {en}の 1次結合全体がHで稠密である．













Definition 1.1.6. [10, 定義 2.3.1，定義 2.3.3]
(i) H の線形部分空間Dom(A)を定義域 (domain)とする線形写像A : Dom (A) → KをH からKへ
の線形作用素 (linear operator) という．H = Kのとき，H上の線形作用素という．
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(ii) 線形作用素Aの核 (kernel) ker(A)，値域 (range) Ran (A)を，
ker(A) = {x ∈ Dom (A) | Ax = 0}, Ran (A) = {Ax ∈ K | x ∈ Dom (A)}
と定める．
(iii) HからKへの線形作用素A, Bが，
Dom (A) ⊂ Dom (B) かつ Ax = Bx (x ∈ Dom (A))
のとき，BはAの拡大 (extension)といい，A ⊂ Bと表す．
(iv) HからKへの線形作用素A, Bの和A+B : H → Kを
Dom (A+B) = Dom (A) ∩Dom (B)
(A+B)x = Ax+Bx, x ∈ Dom (A+B)
と定める．
(v) HからKへの線形作用素AとKから Lへの線形作用素Bの積AB : H → Lを，
Dom (AB) = {x ∈ Dom (B) | Bx ∈ Dom (A)}
(AB)x = A(Bx), x ∈ Dom (AB)
と定める．
Definition 1.1.7. [10, 定義 2.3.1, 命題 2.3.2] 線形作用素A : H → Kが，閉作用素 (closed operator)で
あるとは，{xn}∞n=1 ⊂ Dom (A)で xn → x ∈ H, Axn → y ∈ K (ノルム収束)ならば，x ∈ Dom (A)かつ
Ax = yが成り立つことをいう．
Definition 1.1.8. [10, 定義 1.2.1] 線形作用素A : H → Kが，有界 (bounded)であるとは，ある正定数
Cが存在して，任意の x ∈ Hに対し，
‖Ax‖K ≤ C‖x‖H
が成り立つことをいう．HからKへの有界線形作用素全体の集合をB(H,K)と表す．H = Kであると





Theorem 1.1.9. [2, 定理 2.8] AをHからKへの稠密に定義された有界線形作用素とする．このとき,
次の条件を満たすHからKへの有界線形作用素 Ãがただ一つ存在する：
(i) Dom (Ã) = H;
(ii) Ax = Ãx, x ∈ Dom (A);





Lemma 1.1.10. [10, 補題 2.3.5] AはH上の線形作用素で，Dom (A) = Hとする．このとき，
Dom (A∗) := {y ∈ H | ∃z ∈ H s.t. 〈Ax, y〉 = 〈x, z〉, x ∈ Dom (A)}
とする．Dom (A) = H であるから，各 y ∈ Dom (A∗)に対し，〈Ax, y〉 = 〈x, z〉 (∀x ∈ Dom (A))を満た
す z ∈ Hがただ 1つ存在する．この zを用いて，A∗y = zと定めると，A∗ : Dom (A∗) → HはH上の
線形作用素になる．
Definition 1.1.11. [10, 定義 2.3.6] AはH上の線形作用素で，Dom (A) = Hとする．
(i) Lemma 1.1.10で定めたA∗をAの共役作用素 (adjoint operator)という．
(ii) A ⊂ A∗，i.e.，〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 ∀x, y ∈ Dom (A)のとき，Aは対称作用素 (symmetric operator)
という．
(iii) A = A∗，i.e.，Aが対称かつDom (A) = Dom (A∗)のとき，Aは自己共役作用素 (self-adjoint oper-
ator)という．
(iv) 自己共役作用素Aが，〈Ax, x〉 ≥ 0 ∀x ∈ Dom (A)となるとき，Aは正 (nonnegative, positive)で
あるといい，A ≥ 0と表す．
Proposition 1.1.12. [10, 命題 2.3.9]
(1) AがH上の対称作用素ならば任意の x ∈ Hに対して，〈Ax, x〉 ∈ Rとなる．
(2) AがH上の自己共役作用素ならばAは対称かつ閉作用素となる．
1.2 作用素のスペクトルとレゾルベント
Definition 1.2.1. [10, 定義 2.1.2，定義 3.1.4，定義 3.1.6] A ∈ B(H)に対し，あるB ∈ B(H)が存在し，
AB = BA = I
(I は恒等作用素)となるとき，Aは可逆 (invertible)であるという．Aが可逆のとき，上の式を満たす
B ∈ B(H)は一意的である．このBをA−1で表し，Aの逆作用素 (inverse operator)とよぶ．
A ∈ B(H)に対し，
σ(A) = {λ ∈ C | λI − Aは可逆でない．}
をAのスペクトル (spectrum)という．また，ρ(A) = C \ σ(A), i.e.,
ρ(A) = {λ ∈ C | λI − Aは可逆である．}
をレゾルベント集合 (resolvent set)といい，λ ∈ ρ(A)に対し，R(λ) = (λI − A)−1 をレゾルベント
(resolvent)という．
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Lemma 1.2.2. [10, 補題 3.1.7](レゾルベント等式) A ∈ B(H)に対し，
R(λ)−R(µ) = (µ− λ)R(λ)R(µ), λ, µ ∈ ρ(A).
Proposition 1.2.3. [10, 命題 3.1.14] A ∈ B(H)とする．
(1) Aが自己共役ならば σ(A) ⊂ R．
(2) A ≥ 0ならば σ(A) ⊂ [0,∞)．
Definition 1.2.4. [10,定義 3.1.7] λ ∈ CがA ∈ B(H)の固有値 (eigenvalue)，または点スペクトル (point
spectrum)であるとは，ker(λI − A) 6= {0}であることをいう．
このとき，Ax = λxとなる x(6= 0) ∈ H を λに対するAの固有ベクトル (eigenvector)，または固有
関数 (eigenfunction)という．ker(λI − A)を λの固有空間 (eigenspace)，dimker(λI − A)を λの重複度
(multiplicity)という．
Theorem 1.2.5. [18, Theorem XIII.64] Aを下に有界なH 上の自己共役作用素とする．このとき，次
は同値である：
(i) ある λ ∈ ρ(A)が存在して，R(λ)はコンパクト作用素である．
(ii) 任意の λ ∈ ρ(A)に対して，R(λ)はコンパクト作用素である．
(iii) Hの正規直交基底 {en}∞n=0が存在して，en ∈ Dom (A)，
Aen = λnen,
λ0 ≤ λ1 ≤ · · · ≤ λn → ∞ (as n→ ∞)となる．
1.3 Td上の関数空間
[11]に沿って，C∞(Td)上の超関数を定義する．Td上の関数空間は，[20]に沿って，紹介する．Rd上の
点で各成分が 2πの整数倍である集合を 2πZdとかく．このとき，d次元トーラス Tdを
Td = Rd/2πZd
で定める．Td上のC∞級関数は，Rd上のC∞級関数とみなすことができる．このとき，f は
f(x+ 2πξ) = f(x), ξ ∈ Zd
という多重周期性をもつ．偏微分作用素 ∂/∂j に対し，Dj = −i∂/∂j (iは虚数単位)とする．多重指数
α = (α1, · · · , αd) ∈ Ndに対し，|α| = α1 + · · ·+ αdでその長さを表す．また，












は，C∞(Td)上のノルムとなる．ノルムの族 {‖ · ‖Cℓ(Td) | ℓ ∈ N}から定まる局所凸位相に関し，C∞(Td)
は Fréchet空間となる．この Fréchet空間をD(Td)と表す．
Definition 1.3.2. D(Td)からCへの連続線形写像をTd上の超関数 (distribution)という．Td上の超関
数全体の集合をD ′(Td)と表す．
言いかえると，Sが Td上の超関数であることは，Sが次の 2条件を満たすことと同値である：
(1) S : C∞(Td) 3 f 7→ S(f) ∈ Cが線形である．
(2) ある非負整数 ℓと正定数C > 0が存在して，任意の f ∈ C∞(Td)に対して，
|S(f)| ≤ C‖f‖Cℓ(Td)
となる．





f(x)g(x)dx (f, g ∈ L2(Td))





e−ix·ξf(x) dx, ξ ∈ Zd
と表される．Hölderの不等式とTdがRdのコンパクト集合であることから，f̂(ξ)はwell-definedである
ことに注意する．









よって，従来通り，f̂ : Zd → Cを f の Fourier変換とよぶ．
〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2
(| · |はユークリッドノルム)とおく．
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Definition 1.3.5. [20, Definition 3.2.2, Proposition 3.2.6] Td上の Sobolevノルムを次のように定義す





1/2 , u ∈ D ′(Td).











Definition 1.4.1. [20, Definition 3.3.1, Remark 3.3.2] j ∈ {1, 2, . . . , d}に対し，δj ∈ Ndを次で定める：
(δj)i :=
{
1 (i = j),
0 (i 6= j),
i ∈ {1, 2, . . . , d}
a : Zd → Cを固定する．前進偏差分作用素 (forward partial difference operators) ∆ξj と後退偏差分
作用素 (backward partial difference operators) ∆ξj を次で定義する：
∆ξja(ξ) := a(ξ + δj)− a(ξ),
∆ξja(ξ) := a(ξ)− a(ξ − δj),










· · ·∆αdξd .
と定める．右辺は積の順序によらないことに注意する．次の補題は部分積分のアナロジーである．















する擬微分作用素を紹介する．Rd上の Schwartz classを S(Rd)で表す．
Definition 1.5.1. [20, Definition 2.1.7] m ∈ Rとし，ρ, δを 0 ≤ δ < ρ ≤ 1を満たすパラメータとする．
このとき，ユークリッドシンボルクラス (Euclidean symbol class) Smρ,δ(Rd × Rd)を，次で定める：
Smρ,δ(Rd × Rd) :=
{
a ∈ C∞(Rd × Rd)
∣∣∣ ∀α, β ∈ Nd, ∃Cαβ > 0 s.t. |∂αξ ∂βxa(x, ξ)| ≤ Cαβ〈ξ〉m−ρ|α|+δ|β|} .
a ∈ Smρ,δ(Rd × Rd)をユークリッドシンボル (Euclidean symbol)という．
Theorem 1.5.2. [20, Theorem 2.1.6, Exercise 2.1.9] a ∈ Smρ,δ(Rd × Rd)につき，対応する擬微分作用素
(pseudo-differential operators)
Op(a)f(x) = a(x,D)f(x) := (2π)−d/2
∫
Rd
eix·ξa(x, ξ)f̂(ξ) dξ, f ∈ S(Rd) (1.2)
は S(Rd)上の作用素となる．
次の不等式は後に用いるので，ここに含める．
Lemma 1.5.3. [24, Lemma 21.5] (Peetreの不等式) 任意の s ∈ Rと ξ, η ∈ Rdに対して，
〈ξ〉2s ≤ 2|s|〈η〉2s〈ξ − η〉2|s|
が成り立つ．
Proof. s = 0のとき，この不等式は明らかに成り立つので，s 6= 0のときを考える．任意の η, ζ ∈ Rd
に対し
1 + |η − ζ|2 = 1 + |η|2 − 2〈η, ζ〉+ |ζ|2
≤ 1 + |η|2 + 2|η||ζ|+ |ζ|2.
2|η| |ζ| ≤ |η|2 + |ζ|2であるから，
1 + |η − ζ|2 ≤ 1 + 2|η|2 + 2|ζ|2 ≤ 2(1 + |η|2)(1 + |ζ|2)
となる．ζを η − ξに置き換えると，
1 + |ξ|2 ≤ 2(1 + |η|2)(1 + |ξ − η|2)
が得られる．もし，s > 0であれば，
〈ξ〉2s ≤ 2s〈η〉2s〈ξ − η〉2s
となり題意が示される．一方，s < 0のときは，ξと ηの役割を入れ替え，−s > 0であることから，
〈η〉−2s ≤ 2−s〈ξ〉−2s〈ξ − η〉−2s
を得る．以上より示された．
次の命題は，後に示す環状的Gårdingの不等式の証明で重要な役割を果たす．
Proposition 1.5.4. [24, Lemma 17.2] FをC上のC∞級関数とする．このとき，任意のa ∈ S0ρ,δ(Rd×Rd)






Definition 2.1.1. [20, Definition 4.1.6] aがTd ×Zd上のC∞級関数 (smooth function)であるとは，任
意の ξ ∈ Zdに対して，a(·, ξ)が Td上でC∞級関数となるもののことをいい，そのような関数の全体を
C∞(Td × Zd)で表す．
Definition 2.1.2. [20, Definition 4.1.7] m ∈ Rとし，ρ, δを 0 ≤ δ < ρ ≤ 1を満たすパラメータとする．
このとき，環状的シンボルクラス (toroidal symbol class) Smρ,δ(Td × Zd)を，次で定める：
Smρ,δ(Td × Zd) :=
{
a ∈ C∞(Td × Zd)
∣∣∣ ∀α, β ∈ Nd, ∃Cαβ > 0 s.t. |∆αξ ∂βxa(x, ξ)| ≤ Cαβ〈ξ〉m−ρ|α|+δ|β|} .
a ∈ Smρ,δ(Td × Zd)を環状的シンボル (toroidal symbol)という．
シンボルクラス Sm1,0(Td × Zd)を単に Sm(Td × Zd)と表す．さらに，









Proposition 2.1.3. 任意の ρ, δに対して，⋂
m∈R
Smρ,δ(Td × Zd) = S−∞(Td × Zd)
が成り立つ．
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Definition 2.1.4. [20, Definition 4.1.9] a ∈ Smρ,δ(Td×Zd)につき，対応する環状的擬微分作用素 (toroidal
pseudo-differential operators)を
Op(a)f(x) = a(x,D)f(x) := (2π)−d/2
∑
ξ∈Zd
eix·ξa(x, ξ)f̂(ξ), f ∈ C∞(Td) (2.1)
と定める．
f ∈ C∞(Td)であれば，右辺の級数は絶対収束することに注意する．a ∈ Smρ,δ(Td×Zd)に対応する環状
的擬微分作用素Op(a)の集合をΨmρ,δ(Td×Zd)またはOp(Smρ,δ(Td×Zd))で表す．作用素AがΨmρ,δ(Td×Zd)
に属するとき，その環状的シンボルを σA(x, ξ)と表す．
a ∈ S−∞(Td × Zd)につき，対応する環状的擬微分作用素を smoothing operatorという．
Proposition 2.1.5. [20, Proposition 4.1.13] f ∈ C∞(Td)とする．このとき，(2.1)式で表されたOp(a)f
はwell-definedで，Op(a)f ∈ C∞(Td)となる．さらに，Op(a) : D(T d) → D(Td)は連続である．
Theorem 2.1.6. [20, Theorem 4.3.1] 次は同値：
(i) 任意の s, t ∈ Rに対し，AはHs(Td)からH t(Td)への有界線形作用素である．
(ii) σA ∈ S−∞(Td × Zd)．






Theorem 2.1.7. [20, Theorem 4.4.1] {mj}∞j=0を負の無限大に発散する狭義単調減少実数列とし，任意
の j ∈ Nに対し，σj ∈ S
mj
ρ,δ (Td × Zd)とする．このとき，ある環状的シンボル σ ∈ S
m0





σj ∈ SmNρ,δ (T
d × Zd) (2.2)
となる．さらに，τ ∈ Smjρ,δ (Td × Zd)も，τ −
∑N−1
j=0 σj ∈ S
mN
ρ,δ (Td × Zd)を満たすならば，
σ − τ ∈ S−∞(Td × Zd)
が成り立つ．















θ(x+ k) ≡ 1,
θ̂|Zd(ξ) = δ0,ξ, ∂αξ θ̂(ξ) = ∆
α
ξ ϕα(ξ) (ξ ∈ Zd)
となる．ここで，δ0,ξは，多重指数に対するKroneckerのデルタである．
Proof. 1次元の場合を考える．関数 θ = θ1 ∈ C∞(R)で次の条件を満たすものを考える：
supp θ1 ⊂ (−2π, 2π), θ1(−x) = θ1(x) (x ∈ R), θ1(2π − y) + θ1(y) = (2π)−1/2 (0 ≤ y ≤ 2π).


















































































(−ix)αθ1(x) = (1− eix)α(ϕα)∨(x).
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θ1(x), (0 < |x| < 2π),
(−1)αθ1(0), (x = 0),
0, (|x| ≥ 2π)
を満たすようにとれば，∂αξ θ̂(ξ) = ∆
α
ξ ϕα(ξ) (ξ ∈ Zd)が成り立つ．
d次元の場合は，θ = (x 7→ θ1(x1)θ1(x2) · · · θ1(xd)) ∈ S(Rd)を考えれば，1次元の場合に帰着される．
以上より，結論を得る．
次の定理は本論文で多用される．
Theorem 2.2.2. [20, Lemma 4.5.3] aが Smρ,δ(Td × Zd)に属する環状的シンボルであることの必要十分
条件は，あるユークリッドシンボル ã ∈ Smρ,δ(Td × Rd)が存在して，
a = ã|Td×Zd
となることである．さらに，このような ãは S−∞(Td × Rd)を法にして一意的に定まる．
Proof. [20]の証明のうち，十分性を示している部分に不備があったので，我々はそれを修正した．具体
的には平均値の定理を用いている部分を微積分学の基本定理を用いて修正する．まず，ã ∈ Smρ,δ(Td×Rd)












x ã(x, ξ + t
1
1e1 + · · ·+ t1α1e1 + t
2
1e2 + · · ·+ t2α2e2 + · · ·+ t
d
1ed + · · ·+ tdαded) dt
1
















dt1 · · · dtn





























Cαβ〈ξ + tej〉m−ρ|α|+δ|β| dt
≲ 〈ξ〉m−ρ|α|+δ|β|.
よって，十分性が示された．





θ̂(ξ − η)a(x, η)
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とすると，a = ã|Td×Zdである．さらに，ϕα ∈ S(Rd)であることと，Lemma 1.4.2と Lemma 1.5.3より，






























よって，ã ∈ Smρ,δ(Td × Rd)．
最後に，一意性を示す．ã, b̃ ∈ Smρ,δ(Td × Rd)を ã|Td×Zd = b̃|Td×Zd を満たす環状的シンボルとする．
c = ã− b̃とおく．このとき，c ∈ Smρ,δ(Td × Rd)かつ c|Td×Zd = 0である．ξ ∈ Rd \ Zdならば，η ∈ Zdを
ξに一番近い (ものの 1つの)格子点をとる．このとき，多変数のTaylorの定理により，次が成り立つ：
c(x, ξ) = c(x, η) +
∑
|α|=1




rα(x, η, ξ − η)(ξ − η)α,
ただし，
rα(x, η, θ) =
∫ 1
0

















C〈η + t(ξ − η)〉m−ρdt |ξ − η|
≤ C〈ξ〉m−ρ.





ρ,δ (Td × Rd) = S−∞(Td × Zd)を得る．
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2.3 環状的シンボルの性質
Theorem 2.3.1. [20, Theorem 4.7.7] A ∈ Ψmρ,δ(Td × Zd)の環状的シンボルを σA ∈ Smρ,δ(Td × Zd)とす










Proposition 2.3.2. [20, Lemma 4.7.9] σA ∈ Smρ,δ(Td × Zd)と σB ∈ Sℓρ,δ(Td × Zd)の積 σB(x, ξ)σA(x, ξ)
は Sm+ℓρ,δ (Td × Zd)に属する．


















xσA(x, ξ) ∈ Sm+ℓ−(ρ−δ)N(Td × Zd).
従って，交換子 [A,B] := AB −BAはΨm+ℓ−(ρ−δ)ρ,δ (Td × Zd)に属する．σBAを σB♯σAと表す．
Theorem 2.3.4. [20, Theorem 4.8.1] kを k > d/2なる自然数とする．a : Td × Zd → Cを次の条件を
満たす関数とする：ある正定数Cが存在して，任意の (x, ξ) ∈ Td × Zdと |β| ≤ kなる任意の β ∈ Ndに
対し，
|∂βxa(x, ξ)| ≤ C
が成り立つ．
このとき，作用素Op(a)は L2(Td)上の有界線形作用素に拡張される．
Definition 2.3.5. [20, Definition 4.9.1] 擬微分作用素Op(a) ∈ Ψmρ,δ(Td × Zd)の環状的シンボル aが楕
円型 (elliptic)であるとは，ある正定数C,Rが存在して，
|ξ| ≥ R =⇒ |a(x, ξ)| ≥ C〈ξ〉m
が成り立つことをいう．また，aが強楕円型 (strongly elliptic)であるとは，ある正定数 C, R > 0が存
在して，
|ξ| ≥ R =⇒ Re a(x, ξ) ≥ C〈ξ〉m
が成り立つことをいう．
Theorem 2.3.6. [20, Theorem 4.9.6] a ∈ Smρ,δ(Td × Zd)が楕円型であるための必要十分条件は，ある










この定理の系として，A ∈ Ψm(Td ×Zd)の環状的シンボル σAが楕円型であることと，その共役作用
素A∗ ∈ Ψm(Td × Zd)の環状的シンボル σA∗が楕円型であることは同値であることが得られる．
Theorem 2.3.7. [20, Theorem 4.9.15] 環状的シンボル a ∈ Smρ,δ(Td × Zd)とユークリッドシンボル









Theorem 3.1.1. (環状的Gårdingの不等式) m ≥ 0とし，a ∈ S2mρ,δ (Td × Zd)は強楕円型とする．こ
のとき，ある正定数 C ′ が存在して，任意の s ≥ (ρ − δ)/2に対し，ある定数 Cs が存在して，任意の
φ ∈ C∞(Td)に対して，






Lemma 3.1.2. F を C上の C∞級関数とする．このとき，任意の a ∈ S0ρ,δ(Td × Zd)に対し，F ◦ a ∈
S0ρ,δ(Td × Zd)となる．
Proof. Proposition 1.5.4より，b ∈ S0ρ,δ(Td×Rd)ならば，F ◦ b ∈ S0ρ,δ(Td×Rd)である．Theorem 2.2.2
より，ある ã ∈ S0ρ,δ(Td × Zd)が存在して，
ã|Td×Zd = a
が成り立つ．この ãに対し，F ◦ ã ∈ S0ρ,δ(Td × Rd)が成り立つ．よって，再びTheorem 2.2.2より，
F ◦ a = (F ◦ ã)|Td×Zd ∈ S0ρ,δ(Td × Zd)
を得る．
Lemma 3.1.3. Theorem 3.1.1の仮定の下で，ある正定数 γ, κが存在して，




Re a(x, ξ) ≥ C〈ξ〉2m, |ξ| ≥ R
となる．また，aが S2mρ,δ (Td × Zd)に属することから，ある正定数Kが存在して，
|a(x, ξ)| ≤ K〈ξ〉2m, (x, ξ) ∈ Td × Zd
が成り立つ．よって，
|Re a(x, ξ)| ≤ K〈ξ〉2m ≤ K(1 +R2)m, |ξ| ≤ R.
従って，ある正定数M が存在して，
Re a(x, ξ) ≥ −M, |ξ| ≤ R
であるから，ある正定数 κが存在して，
Re a(x, ξ) + κ〈ξ〉2m−(ρ−δ) > 1, |ξ| ≤ R.




≥ ν, |ξ| ≤ R.
となる．γ = min(C, ν)とすれば題意は示される．
3.2 環状的Gårdingの不等式の証明







とすると，b ∈ S0ρ,δ(Td × Rd)である．さらに，Op(a)Jm = Op(c)とすると，
c− a〈ξ〉−m ∈ Sm−(ρ−δ)ρ,δ (T
d × Zd),
c〈ξ〉−m − a〈ξ〉−2m ∈ S−(ρ−δ)ρ,δ (T
d × Zd)
となる．同様にして，JmOp(c) = Op(b)より，




r := b− a〈ξ〉−2m ∈ S−(ρ−δ)ρ,δ (T
d × Zd)
となる．Lemma 3.1.3より，
Re b(x, ξ) = Re
(
a(x, ξ)〈ξ〉−2m + r(x, ξ)
)
= 〈ξ〉−2mRe a(x, ξ) + Re r(x, ξ)
≥ γ − κ〈ξ〉−(ρ−δ) +Re r(x, ξ)
≥ γ − κ′〈ξ〉−(ρ−δ)
(κ′はある正定数)である．それゆえ，bはTheorem 3.1.1のm = 0のときの仮定を満たしていることが
わかる．式 (3.1)がm = 0の場合に成立すると仮定すると，φ ∈ C∞(Td)に対して，
Re 〈Op(a)φ, φ〉 = Re 〈J−mOp(b)J−mφ, φ〉
= Re 〈Op(b)J−mφ, J−mφ〉
≥ C ′‖J−mφ‖2L2(Td) − Cs‖J−mφ‖
2
H−s(Td)
= C ′‖φ‖2Hm(Td) − Cs‖φ‖
2
Hm−s(Td).
となり題意が示される．よって，式 (3.1)をm = 0の場合に示せば十分である．再び，Lemma 3.1.3よ
り，ある γ, κ > 0が存在して，






+ z, z ∈ [0,∞)
を満たすとする．ここで，
τ(x, ξ) = F
(
2Re a(x, ξ) + κ〈ξ〉−(ρ−δ) − γ
)
とおくと，Lemma 3.1.2より，τ ∈ S0ρ,δ(Td × Zd)となる．Theorem 2.3.1より，ある τ ∗ ∈ S0ρ,δ(Td × Zd)
が存在して，
Op(τ)∗ = Op(τ ∗)
が成り立つ．τ − τ ∗ ∈ S−(ρ−δ)ρ,δ (Td × Zd)である．また，Theorem 2.3.3より，
Op(τ)∗Op(τ) = Op(λ)
とすると，
λ− τ ∗τ ∈ S−(ρ−δ)ρ,δ (T
d × Zd)
となる．ここで，r1, r′1を
τ ∗ = τ + r1,
λ = τ ∗τ + r′1
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で定める．r2 = r1τ + r′1とおくと，r2 ∈ S
−(ρ−δ)
ρ,δ (Td × Zd)が成り立つ．すると，
λ = (τ + r1)τ + r
′
1
= τ 2 + r1τ + r
′
1
= 2Re a(x, ξ) + 2κ〈ξ〉−(ρ−δ) − 3
2
γ + r2





ρ,δ (Td × Zd)のある元である．ここで，r4 ∈ S
−(ρ−δ)
ρ,δ (Td × Zd)を
2Re a = a+ a = a+ a∗ + r4
で定めると，S−(ρ−δ)ρ,δ (Td × Zd)の元 r5が存在して，




〈Op(λ)φ, φ〉 = ‖Op(τ)φ‖2 ≥ 0, φ ∈ C∞(Td)
であることから，
2Re 〈Op(a)φ, φ〉 = 〈Op(a)φ, φ〉+ 〈Op(a)∗φ, φ〉




= 〈Op(λ)φ, φ〉+ 3
2




























































本節で修士課程における研究において得られた，前節の環状的強楕円型シンボル a ∈ Smρ,δ(Td ×Zd)の熱
核のパラメトリックスの構成について述べる．本研究は，[17, Section 4.5]に強く影響を受けている．
m > 0とし，a ∈ Smρ,δ(Td × Zd)に強楕円性を仮定する．さらに，aをシンボルに持つ擬微分作用素
Op(a)が形式的自己共役であると仮定する，すなわち，任意の φ, ψ ∈ C∞(Td)に対し，




Dom (A) = Hm(Td)
と定めると，Aは自己共役作用素となる．
Proof. C∞(Td)がHm(Td)で稠密であることと，Hm(Td) 3 u 7→ Op(a)u ∈ L2(Td)は有界線形作用素
となるから，
〈Aφ, ψ〉L2(Td) = 〈φ, Aψ〉L2(Td) φ, ψ ∈ Dom (A)
である．よって，Aは対称作用素である．Dom (A∗) ⊂ Dom (A)を示せば，Aの自己共役性が従う．u ∈
Dom (A∗)とする．このとき，ある v ∈ L2(Td)が存在して，任意の φ ∈ DomAに対して，
〈Aφ, u〉L2(Td) = 〈φ, v〉L2(Td). (♯)
Op(a)が形式的自己共役であることに注意すると，Theorem 2.16より，Op(a) = Op(a)∗のパラメトリッ
クスOp(b) ∈ Ψ−mρ,δ (Td × Zd)が存在して，
Op(b)Op(a) = I +Op(r), r ∈ S−∞(Td × Zd),





Proposition 4.1.2. Proposition 4.1.1の作用素Aはコンパクトレゾルベントを持つ，すなわち，Aのレ
ゾルベントはコンパクト作用素である．また，このとき，Aは固有関数からなるL2(Td)の完全正規直交
系を持つ．
Proof. 環状的 G̊ardingの不等式 Theorem 3.1.1より，ある正定数 C, µが存在して，s = (ρ − δ)/2に
対し，任意の φ ∈ C∞(Td)に対して，





が成り立つ．また，Ehrlingの不等式 (e.g. [19, Theorem 7.30])より，(0,∞)上のある狭義単調減少関数











































素となる (e.g. [1, Theorem 3.7])．以上より，(A+K(C/2))−1は L2(Td)上のコンパクト作用素となる．
後半の主張は，Theorem 1.2.5から従う．
作用素 Aの多重度を込めた固有値を {λj}∞j=0(λ0 ≤ λ1 ≤ · · · ≤ λj ≤ · · · → ∞ as j → ∞)とし，












e−2tλj |〈f, ψj〉|2 ≤ e−2tλ0‖f‖2L2(Td) <∞
となるから，(4.3)式の右辺の級数はノルム収束し，e−tAがL2(Td)上の有界線形作用素になることもわ
かる．
Remark 4.1.3. 作用素の族 {e−tA}t≥0は，Hille-Yoshidaの定理 (e.g. [21, Theorem 13.37]，[7, 定理 7.6]，
[14, 定理 10.18])で定まる 1パラメータ半群と一致する．
主定理を述べる前に，記号を導入する．
Definition 4.1.4. a ∈ C∞(Td × Zd)に対し，
|a|k = |a|k(x, ξ) = max
|α|+|β|≤k
|∆αξ ∂βxa(x, ξ)|〈ξ〉
ρ|α|−δ|β|, k ∈ N
と定義する．また，a ∈ Smρ,δ(Td × Zd)に対し，Smρ,δ(Td × Zd)上の (セミ)ノルムの族を
‖a‖k,Smρ,δ(Td×Zd) = max|α|+|β|≤k sup(x,ξ)∈Td×Zd
|∆αξ ∂βxa(x, ξ)|〈ξ〉
−m+ρ|α|−δ|β|, k ∈ N
と定義する．これを kノルムと呼ぶことにする．Smρ,δ(Td ×Zd)にノルムの族 {‖·‖k,Smρ,δ(Td×Zd) | k ∈ N}が
定める局所凸線形位相を導入することで，Smρ,δ(Td × Zd)は Fréchet空間になる．
主定理を述べる．
Theorem 4.1.5. m > 0とし，a ∈ Sm(Td×Zd)に強楕円性を仮定する．さらに，aをシンボルに持つ擬
微分作用素Op(a)が形式的自己共役であると仮定する．aは漸近展開
∑∞




な環状的シンボル u(t, ·) ∈ S0ρ,δ(Td × Zd)を持つ擬微分作用素となる：任意の k, ℓ, N ∈ Nと任意の正の








≲ 〈ξ〉(ℓ−N)m−(ρ−δ)J , t ∈ [0, T ], (4.4)
ただし，評価は t ∈ [0, T ]に関し一様である．ここで，ujは次の形で与えられる：
u0(t, x, ξ) = e
−ta0(x,ξ)









Lemma 4.2.1. a0 ∈ Smρ,δ(Td × Zd)に対し，Theorem 2.2.2より得られるユークリッドシンボルを ã0 ∈
Smρ,δ(Td × Rd)とする．このとき，|ξ|が大きいところで，
Re ã0(x, ξ) ≳ 〈ξ〉m
を満たす．
Proof. a ∈ Smρ,δ(Td × Zd)は強楕円型であったから，ある正定数CとRが存在して，
|ξ| ≥ R =⇒ Re a(x, ξ) ≥ C〈ξ〉m.
b = a− a0とおくと，b ∈ Sm−(ρ−δ)ρ,δ (Td × Zd)である．|b(x, ξ)| ≤ C ′〈ξ〉
m−(ρ−δ)なる正定数C ′が存在する
から，ある正定数R′が存在して，|ξ| ≥ R′では




Re a0(x, ξ) = Re a(x, ξ)− Re b(x, ξ)
≥ Re a(x, ξ)− |Re b(x, ξ)|









(∂t + A)Op(u) ≡ 0,
Op(u)|t=0 ≡ I
(modulo smoothing operators) (4.5)
を満たす解 u(t, x, ξ)を u ∼
∑∞
j=0 uj, uj ∈ S
−(ρ−δ)j


































































(aj, uk)s = 0
に注目する．|γ| = sに対し∆γξaj ∈ S
m−(ρ−δ)j−ρs
ρ,δ (Td × Zd)，Dγxuk ∈ S
−(ρ−δ)k+δs
ρ,δ (Td × Zd)より，





s+j+k=ℓ(aj, uk)s = 0,
uℓ(0, x, ξ) = δℓ,0
(4.6)ℓ
を得る．
Lemma 4.2.2. 移流方程式 (4.6)ℓは
u0(t, x, ξ) = e
−ta0(x,ξ) (ℓ = 0)




tℓuℓ,j(x, ξ), uℓ,j ∈ Sℓm−(ρ−δ)jρ,δ (T
d × Zd), (ℓ ≥ 1)
の形の解を持ち，次の評価式を満たす：任意の k, ℓ, N ∈ Nと任意の正の実数 T に対し，∣∣tN∂ℓtuj(t, ·)∣∣k ≲ 〈ξ〉(ℓ−N)m−(ρ−δ)j, t ∈ [0, T ]. (4.7)
Proof. [step 1]: u0(t, x, ξ)の構成 移流方程式 (4.6)0の解は，
u0(t, x, ξ) = e
−ta0(x,ξ)
で与えられる．u0(t, ·) ∈ S0ρ,δ(Td × Zd)を示す．a0 ∈ Smρ,δ(Td × Zd)であるから，Theorem 2.2.2より，あ



















x ã0 = ã0
(γ)
(δ) で表す．ã0の楕円性より，
ã0(x, ξ) ≥ C〈ξ〉m −K
なる正定数 C,K が存在する．このことと，各 ℓ ≥ 0に対し，supt∈[0,∞)(tℓe−t) < ∞であることから，
Lemma 4.2.1より，




≲ 〈ξ〉m−ρβ11+δα11 · · · 〈ξ〉m−ρβ1k+δα1ktke−tC⟨ξ⟩m
≲ 〈ξ〉−ρβ11+δα11 · · · 〈ξ〉−ρβ1k+δα1k
= 〈ξ〉−ρ|β|+δ|α|























s ≤ kで考えればよいことに注意すると，Lemma 4.2.1より，∣∣∣tN+k−sã0(β11)(α11) · · · ã0(β1k)(α1k)ã0ℓ−se−tã0∣∣∣




m(k + ℓ− s) = m(N + k − s) +m(ℓ−N)であるから，∣∣∣tN+k−sã0(β11)(α11) · · · ã0(β1k)(α1k)ã0ℓ−se−tã0∣∣∣ ≲ 〈ξ〉(ℓ−N)m−ρ|β|+δ|α|.
ゆえに，Theorem 2.2.2より，任意の k, ℓ, N ∈ Nと任意の正の実数 T に対し，∣∣tN∂ℓtu0(t, ·)∣∣k ≲ 〈ξ〉(ℓ−N)m, t ∈ [0, T ],
を得る．
[step2]: u1(t, x, ξ)の構成 移流方程式 (4.6)1:






を考える．これを初期条件 u1(0, x, ξ) = 0の下で解いて
u1(t, x, ξ) = −ta1(x, ξ)e−ta0(x,ξ) −
∫ t
0
b(s, x, ξ) ds · e−ta0(x,ξ)
=: u1,1(t, x, ξ) + u1,2(t, x, ξ),
6
ただし，







を得る．a1 ∈ Sm−(ρ−δ)ρ,δ (Td × Zd)に対して，Theorem 2.2.2で得られるユークリッドシンボルを ã1 ∈
S
m−(ρ−δ)
ρ,δ (Td × Rd)とおく．










β1j + β2 = β,
k∑
j=1





· · · ã0(β1k)(α1k)ã1
(β2)
(α2)
tke−tã0 = tN ã0
(β11)
(α11)











s ≤ k+1で考えればよいことに注意すると，各 ℓ ≥ 0に対し supt∈[0,∞)(tℓe−t) <∞であることと，Lemma
4.2.1より， ∣∣∣tN+k+1−sã0(β11)(α11) · · · ã0(β1k)(α1k)ã1(β2)(α2)ã0ℓ−se−tã0∣∣∣




m(k + 1 + ℓ− s) = m(N + k + 1− s) +m(ℓ−N)であるから，∣∣∣tN+k+1−sã0(β11)(α11) · · · ã0(β1k)(α1k)ã1(β2)(α2)ã0ℓ−se−tã0∣∣∣ ≲ 〈ξ〉(ℓ−N)m−ρ(|β|+1)+δ(|α|+1).
従って，再びTheorem 2.2.2より，任意の k, ℓ, N ∈ Nと任意の正の実数 T に対し，∣∣tN∂ℓtu1,1(t, ·)∣∣k ≲ 〈ξ〉(ℓ−N)m−(ρ−δ), t ∈ [0, T ],
を得る．また，この式でN = ℓ = 0とすると，u1,1 ∈ Sm−(ρ−δ)ρ,δ (Td × Zd)を得る．
u1,2 ∈ Sm−(ρ−δ)ρ,δ (Td × Zd)を示す．
u1,2(t, x, ξ) = −
∫ t
0












ρ,δ (Td ×Zd)に対して，Theorem 2.2.2で得
7

































































































· · · ã0(τk)(γk)ã0
ℓ−se−tã0|
≲ tN+k+2−s〈ξ〉m−ρ(|α1|+1)+δ|β1|〈ξ〉m−ρ|α2|+δ(|β2|+1)〈ξ〉m−ρ|γ1|+δ|τ1| · · · 〈ξ〉m−ρ|γk|+δ|τk|〈ξ〉(ℓ−s)me−tC⟨ξ⟩m
= tN+k+2−s〈ξ〉m(k+2+ℓ−s)−ρ(|α|+1)+δ(|β|+1)e−tC⟨ξ⟩
m







· · · ã0(τk)(γk)ã0
ℓ−se−tã0| ≲ 〈ξ〉(ℓ−N)m−ρ(|α|+1)+δ(|β|+1).
従って，再びTheorem 2.2.2より，u1,2 ∈ Sm−(ρ−δ)ρ,δ (Td ×Zd)．以上のことから，任意の k, ℓ, N ∈ Nと任




Lemma 4.2.3. (4.7)式を満たす uj(t, ·) ∈ S−(ρ−δ)jρ,δ (Td × Zd)に対し，Theorem 2.2.2より得られるユー
クリッドシンボルを ũj(t, ·) ∈ S−(ρ−δ)j(Td × Rd)とする．このとき，
(∂ℓt ũj)|Td×Zd = ∂ℓtuj.
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Proof. Theorem 2.2.1の θ ∈ S(Rd)を用いて，
∂ℓt ũj(t, x, ξ) =
∑
η∈Zd
θ̂(ξ − η)∂ℓtuj(t, x, η)
と書けることを示せばよい．任意のN ∈ Nに対し，Peetreの不等式より，
|θ̂(ξ − η)∂ℓtuj(t, x, η)| ≲ 〈ξ − η〉
−N〈η〉mℓ−(ρ−δ)j
≲ 〈ξ〉N〈η〉mℓ−(ρ−δ)j−N .




Lemma 4.2.4. (4.4)式の評価を満たす環状的シンボル u(t, ·) ∈ S0ρ,δ(Td × Zd)が存在する．
Proof. Lemma 4.2.2で構成した uj(t, ·) ∈ S−(ρ−δ)jρ,δ (Td ×Zd)に対し，Theorem 2.2.2より得られるユー
クリッドシンボルを ũj(t, ·)で表すと，Lemma 4.2.3より，
tN∂ℓt ũj(t, ·) = (tN∂ℓtuj )̃(t, ·) (4.8)
が成り立つ．ψ ∈ C∞(Rd)を，次を満たすように選ぶ：
0 ≤ ψ(ξ) ≤ 1, (ξ ∈ Rd),
ψ(ξ) = 0, (|ξ| ≤ 1),
ψ(ξ) = 1, (|ξ| ≥ 2).
さらに，正の実数列 {εj}で 1 > ε0 > · · · > εj → 0 (as j → ∞)となるものをとる．(とり方は後で与え
る) このとき，




とおく．ここで，任意の ξ0 ∈ Rdに対し，ある ξ0の近傍 U が存在して，ある自然数N が存在して，任
意の ξ ∈ U と (t, x)と j > N に対し，ψ(εjξ) = 0となること，すなわち上の和は ξに関して局所的に有
限和であることに注意する．
任意の ε > 0と α ∈ Nd \ {0}に対し，
ψ(εξ) = 0, (|ξ| ≤ ε−1),
ψ(εξ) = 1, (|ξ| ≥ 2ε−1),
∂αξ (ψ(εξ)) = ε
|α|(∂αψ)(εξ) = 0, (|ξ| ≤ ε−1または |ξ| ≥ 2ε−1)
が成り立つ．またこのとき，Cα = supξ∈Rd |∂αψ(ξ)|とおくと，
|∂αξ {ψ(εξ)}| ≤ Cαε|α|
9
となる．ε−1 < |ξ| < 2ε−1のとき，ε ≤ 2|ξ|−1 ≤ 4〈ξ〉−1であるから，
|∂αξ {ψ(εξ)}| ≤ Cα4|α|〈ξ〉
−|α|
を得る．この評価がすべてのα ∈ Ndと ξ ∈ Rdに対し成り立つことに注意する．任意のα, β ∈ Ndに対し，





















ここで，−|α− γ| ≤ −ρ|α− γ| = −ρ|α|+ ρ|γ|であるから，









(4.8)と上と同様の方法により，任意の α, β ∈ Ndと任意のN, ℓ ∈ Nに対して，
|∂αξ ∂βx{ψ(εξ)tN∂ℓt ũj(t, x, ξ)}| ≤ Cα,β,j,N,ℓ〈ξ〉
−1〈ξ〉(ℓ−N)m−ρ(|α|+j)+δ(|β|+j)+1. (4.9)
j ≥ 0が与えられたとき，|α + β|+ ℓ+N ≤ jなる任意の α, β, ℓ,N に対し，
Cα,β,j,N,ℓεj ≤ 2−j
を満たすように εj > 0を選ぶ．
ψ(εjξ) = 0, 〈ξ〉 ≤ ε−1j
となるから，|α + β|+ ℓ+N ≤ jのとき，
|∂αξ ∂βx{ψ(εξ)tN∂αt ũj(t, x, ξ)}| ≤ 2−j〈ξ〉
(ℓ−N)m−ρ(|α|+j)+δ(|β|+j)+1 (4.10)
を得る．任意の α0, β0, ℓ, N に対し，j0 ∈ Nを
j0 ≥ |α0 + β0|+ ℓ+N,
−(ρ− δ)j0 + 1 ≤ 0
(4.11)
を満たすように選ぶ．








N∂ℓt ũj(t, x, ξ)



















よって，tN∂ℓt ũ(t, ·) ∈ S
(ℓ−N)m
ρ,δ (Td × Rd)を得る．さらに，
tN∂ℓt ũ(t, x, ξ)−
r−1∑
j=0








N∂ℓt ũj(t, x, ξ)
=: A+B





ρ,δ(Td ×Rd)．よって，Theorem 4.2.3より，tN∂ℓtu ∈ S
(ℓ−N)m
ρ,δ (Td × Zd)が示
された．
Lemma 4.2.5. 任意の φ ∈ D(Td)と t ∈ [0, T ]に対して，
∂tOp(u)φ = Op(ut)φ in D(Td)
が成り立つ．
Proof. 各 k ∈ Nに対し， ∥∥∥∥ ∂2∂t2u(t, ·)
∥∥∥∥
k,S2mρ,δ (Td×Zd)
≲ 1, t ∈ [0, T ]






















(t+ θh, ·) dθ
11
となる．再び，微積分学の基本定理により，

































(t+ sθh, ·) dsdθ.






















≲ |h| → 0 (as h→ 0)
より示された．
(4.5)が成り立つことを示す．
K = K(t) = (∂t + A)Op(u)
とおく．Lemma 4.2.5より，K = Op(ut) +AOp(u)となるから，Kは環状的擬微分作用素である．Kの




∂tuj + r1(t, ·), ‖r1(t, ·)‖k,Sm−(ρ−δ)Jρ,δ (Td×Zd) ≲ 1














(ai, uj)s + ri,j(t, ·), ‖ri,j(t, ·)‖k,Sm−(ρ−δ)(2J−1)ρ,δ (Td×Zd) ≲ 1.
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kノルムの定義より，
‖ri,j(t, ·)‖k,Sm−(ρ−δ)Jρ,δ (Td×Zd) ≲ 1
を得る．ここで，次の補題を示す：
Lemma 4.2.6. シンボル τ(t, x, ξ)は次の評価式を持つ：全ての J ≥ 0に対し，∥∥tN∂ℓt τ(t, ·)∥∥k,S(ℓ+1−N)m−(ρ−δ)Jρ,δ (Td×Zd) ≲ 1, t ∈ [0, T ].
Proof. N = ℓ = 0の場合を考える．























































‖(aℓ, un)s‖k,Sm−(ρ−δ)(ℓ+n+s)ρ,δ (Td×Zd) ≾ 1
であるから，kノルムの定義より，








一般の場合は (4.12)の両辺を tで ℓ回微分し tN をかけて，同様の評価を行って結論を得る．
初期値問題 (4.5)を解く．





両辺を [0, T ]で積分して，
















Lemma 4.2.7. u ∈ D ′(Td)に対して，‖u‖Hmj(Td)と ‖(A+ cI)ju‖L2(Td)は同値なノルムになる．
Proof. a ∈ Smρ,δ(Td × Zd)であるから，Theorem 2.3.3よりA〈D〉
−m ∈ Ψ0ρ,δ(Td × Zd)である．従って，
Theorem 2.3.4より，A〈D〉−m ∈ Ψ0ρ,δは L2(Td)上の有界線形作用素となるから，
‖A〈D〉−mu‖L2(Td) ≲ ‖u‖L2(Td).
よって，u = 〈D〉mvを代入すると，
‖Av‖L2(Td) ≲ ‖〈D〉mv‖L2(Td) = ‖v‖Hm(Td).
同様にして，
‖(A+ cI)ju‖L2(Td) ≲ ‖u‖Hmj(Td) (4.14)
を得る．
cを−c ∈ ρ(A)となるように大きくとると，Aの自己共役性より，
‖(A+ cI)ju‖L2(Td) ≳ ‖u‖L2(Td) (4.15)
が得られる．一方，B ∈ Ψ−mjρ,δ (Td × Zd)を (A+ cI)jの左パラメトリックスとする:
B(A+ cI)j = I +R,
ただし，Rは smooting operator．このとき，
〈D〉mjB(A+ cI)ju = 〈D〉mju+ 〈D〉mjRu
となる．〈D〉mjB ∈ Ψ0ρ,δ(Td × Zd)で，〈D〉
mjRは smoothing operatorになることから，Theorem 2.3.4
と (4.15)より，
‖u‖Hmj(Td) = ‖〈D〉mju‖L2(Td)
≤ ‖〈D〉mjB(A+ cI)ju‖L2(Td) + ‖〈D〉mjRu‖L2(Td)
≲ ‖(A+ cI)ju‖L2(Td) + ‖u‖L2(Td)
≲ ‖(A+ cI)ju‖L2(Td) (4.16)
を得る．(4.14)と (4.16)から，題意が示された．
14




k(s, x, y)f(y)dy, f ∈ C∞(Td).
このとき，任意の ℓ ∈ Nに対し，{∂ℓsk(s, ·)}s∈[0,T ]はD(T2d)の有界集合である．
Proof. Lemma 4.2.6より，任意のN, ℓ ∈ N, α, β ∈ Nd, J ≥ 1に対して，





































λ2j |〈u, ψj〉|2 <∞
}







j=0 |uj|2 <∞．Aは自己共役作用素であるから，任意の v, w ∈ D(A)
に対して，
〈Av,w〉 = 〈v, Aw〉
15
が成り立つ．w = u, v = ψjとすると，
〈Aψj, u〉 = 〈ψj, Au〉
となる．ここで，
〈Aψj, u〉 = 〈λjψj, u〉 = λjuj
であるから，





j |uj|2 <∞．よってD(A) ⊂
{
u ∈ L2(Td)










とする．SN → u ∈ L2(Td) (as N → ∞)である．M > N のとき，

















(as M,N → 0)．よって，{ASN}∞N=1は L2(Td)のCauchy列．ゆえに，L2(Td)の完備性から，ある y ∈




∣∣∣ ∑∞j=0 λ2j |〈u, ψj〉|2 <∞} ⊂ D(A)．














−2tλj |uj|2 <∞となることを意味する．このとき，任意の j ∈ N




従って，u ∈ D(A)を得る．よって，(A+ cI)u ∈ L2(Td)であるから，u ∈ D(e−tA(A+ cI))．すなわち，




∣∣∣ ∑j∈N λ2j |〈u, ψj〉|2 <∞} ⊂ D(A)の証明と同様に示される．従って，
補題の結論は j = 1のとき成り立つ．j > 1のときも同様にして結論を得る．
Lemma 4.2.10.
S(t, x, y) :=
∫ t
0
e−(t−s)Ak(s, x, y) ds








Lemma 4.2.11. f ∈ C([0, T ]× Td × Td)に対し，
[0, T ]× Td 3 (t, x) 7→ f(t, x, ·) ∈ C(Td)
を対応させると，C([0, T ]× Td × Td)とC([0, T ]× Td;C(Td))は線形同型となる．
Proof. f ∈ C([0, T ]× Td × Td)をとる．f が [0, T ]× Td × Td上で連続であることから，特に一様連続
である．ゆえに，ε > 0を任意にとると，δ > 0が存在して，任意の (t, x, y), (t′, x′, y′) ∈ [0, T ]×Td ×Td
に対して，|(t, x, y)− (t′, x′, y′)| < δならば，
|f(t, x, y)− f(t′, x′, y′)| < ε
を得る．ここで，|(t, x)− (t′, x′)| < δなる (t, x), (t′, x′) ∈ [0, T ]× Tdを固定すると，任意の y ∈ Tdに対
して，




|f(t, x, y)− f(t′, x′, y)| ≤ ε,
‖f(t, x, ·)− f(t′, x′, ·)‖C(Td) ≤ ε
よって，f(t, x, ·) ∈ C([0, T ]× Td;C(Td))であるから，C([0, T ]× Td × Td) ⊂ C([0, T ]× Td;C(Td))を得
る．逆に，f(t, x, ·) ∈ C([0, T ]× Td;C(Td))とする．(t0, x0, y0) ∈ [0, T ]× Td × Tdを固定すると，
|f(t, x, y)− f(t0, x0, y0)| ≤ |f(t, x, y)− f(t0, x0, y)|+ |f(t0, x0, y)− f(t0, x0, y0)|
であるが，
|f(t, x, y)− f(t0, x0, y)| ≤ sup
z∈Td
|f(t, x, z)− f(t0, x0, z)| = ‖f(t, x, ·)− f(t0, x0, ·)‖C(Td) → 0
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(as (t, x) → (t0, x0))より，|f(t, x, y) − f(t0, x0, y0)| → 0 (as (t, x, y) → (t0, x0, y0))．よって，f ∈
C([0, T ]×Td ×Td)．従ってC(Td;C(Td)) ⊂ C(Td ×Td)を得る．この対応は線形であるから，結論が従
う．
Proof of Lemma 4.2.10. n ∈ Nを任意にとる．j ∈ Nをmj > d/2 + nとなるようにとる．Sobolev






















≲ ‖f‖Cℓ(Td), s ∈ [0, T ] (4.18)
を得る．
{S(t, ·)}t∈[0,T ]がC(T2d)の有界集合であることを示す．t1, t2 ∈ [0,∞) (t2 < t1)と y1, y2 ∈ Tdに対し，






















=: I + J




‖e−(t1−s)A{k(s, ·, y1)− k(s, ·, y2)}‖C(Td) ds+
∫ t2
0




‖k(s, ·, y1)− k(s, ·, y2)‖Cℓ(Td) ds+
∫ t2
0
‖{e−(t1−s)A − e−(t2−s)A}k(s, ·, y2)‖C(Td) ds.
Lemma 4.2.8と有界収束定理より，第 1項は，y1 → y2のとき，0に収束する．Lemma 4.2.9より，
‖{e−(t1−s)A − e−(t2−s)A}k(s, ·, y2)‖C(Td) ≲ ‖{e−(t1−s)A − e−(t2−s)A}(A+ cI)jk(s, ·, y2)‖L2(Td)
→ 0
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(as t1 → t2)である．Aが下に有界であるから，A ≥ C0なる定数C0が存在する．ある ℓ′ ∈ Nが存在して，
‖{e−(t1−s)A − e−(t2−s)A}k(s, ·, y2)‖C(Td)
≤ ‖{e−(t1−s)A − e−(t2−s)A}‖B(L2(Td))‖(A+ cI)jk(s, ·, y2)‖L2(Td)
≤ 2eC0T‖k(s, ·, y2)‖Cℓ′ (Td)
≲ 1
となる．よって，有界収束定理より，I → 0を得る．従って，
‖S(t1, ·, y1)− S(t2, ·, y2)‖C(Td) → 0.
すなわち，[0, T ] × Td 3 (t, y) 7→ S(t, ·, y) ∈ C(Td)は連続である．従って，Lemma 4.2.11より S は
C([0, T ]× Td × Td)に属する．よって，{S(t, ·)}t∈[0,T ]はC(T2d)の有界集合である．































































































































(s, x, y) ds
が成り立つ．よって，上と同じ議論で { ∂S
∂y1






e−(t−s)Ak(s, x, y) ds = k(t, x, y) +
∫ t
0
e−(t−s)A(−A)k(s, x, y) ds
を用いて，Lemma 4.2.10の証明と同様の議論を行うと次の結果を得る．
Lemma 4.2.12. 任意の ℓ ≥ 0に対し，{∂ℓtS(t, ·)}t∈[0,T ]はD(T2d)で有界である．
Lemma 4.2.13. e−TAQは smoothing operatorである．
Proof. Qのシンボルを q(ξ)で表す：
q(ξ) = ψ(ε0ξ)− 1,
ψは Lemma 4.2.4で定めた関数．q(ξ) 6= 0なる ξは有限個しか存在しないから，Qの積分核




はC∞(T2d)に属する．ある j, ℓ ∈ Nが存在して，任意の y1, y2 ∈ Tdに対し，
‖e−TAQ(x, y1)− e−TAQ(x, y2)‖C(Tdx)
≲ ‖(A+ cI)je−TA(Q(x, y1)−Q(x, y2))‖L2(Td)
≲ ‖(A+ cI)j(Q(x, y1)−Q(x, y2))‖L2(Td)
≲ ‖(A+ cI)j(Q(x, y1)−Q(x, y2))‖C(Td)
≲ ‖Q(x, y1)−Q(x, y2)‖Cℓ(Tdx).
最後の式は y1 → y2のとき 0に収束するから，y 7→ e−TAQ(·, y)はC(Td;C(Td))に属する．Lemma 4.2.11
の主張で [0, T ]を除いたものが成り立つから，e−TAQ ∈ C(T2d)が成り立つ．同じ議論と帰納法により
e−TAQ ∈ C∞(T2d)を得る．




e−(t−s)AK(s)f dsの積分核が S(t, x, y)だったから，この作用素は，
s(t, x, ξ) := e−ix·ξ
∫
Td
S(t, x, y)eiy·ξ dy
をシンボルとする環状的擬微分作用素であり，Lemma 4.2.12より，任意の ℓ ∈ N, J ∈ R, k ∈ Nに対し，∥∥∂ℓts(t, ·)∥∥k,SJρ,δ(Td×Zd) ≲ 1, t ∈ [0, T ]
が成り立つ．従って，構成した積分核 k(s, ·) ∈ C∞(T2d)を持つ積分作用素に対し，そのシンボル sは
S−∞(Td × Zd)に属する．ゆえに，Op(u)− e−tAは smoothing operatorであることが示された．このこ
とと Lemma 4.2.13と (4.13)より，主定理の証明が完結する．
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4.3 今後の展望
Proposition 4.1.1で定めた作用素Aの固有値の漸近分布 (すなわち，Aの多重度を込めた固有値を λ0 ≤
λ1 ≤ · · · とするときの，個数関数 N(λ) = ♯{j ∈ N|λj ≤ λ}の漸近挙動)に興味を持っている．[17,
Section 4.5, Section 4.6]で解説されているように，Tr(e−tA)の t→ 0+とするときの漸近展開を導出し，
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